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Abstract 

The paper presents the results of verification of mathematical models developed in literature. They allow 
estimating the average and maximum temperature rise of work surface during lapping. Researchers by making some 
simplifying assumptions analyze temperature rise during abrasive-workpiece contact. The heat generated at this 
contact is taken as a product of the friction force and relative sliding velocity between the abrasive and the work 
surface. They treat each abrasive grain as a moving heat source applied to the work surface. 

By using their formulation the electronic model was create. The model was then applied to calculate the maximum 
temperature rise during steel element lapping, with single disc lapping machine ABRALAP 380. For machining the 
abrasive slurry on the basis of silicon carbide 95A number F600/9 was used. The temperature was measured by way 
of infrared camera V-20 II series produced by VIGO System S.A. Thus, calculations were made for real lapping 
operations conducted to confirm the correlation between lapping temperature and parameters like pressure or, 
velocity. The goal was to compare results of experiments and calculations.  

Comparison of the analytical and measured temperature rises shows that not only their values are different. The 
first ones are constant and the second are time dependent. Values calculated with theoretical model help are also 
underestimated. It is probably caused by that the authors didn’t take into consideration some important factors, i.e. 
lapping machine influence and it’s working time length. 

Keywords: one side lapping, temperature rise model, executory system temperature, thermal imaging measurements, 
lapping parameters, lapping machine executory system 

 
ANALIZA MODELU MATEMATYCZNEGO OPISUJ CEGO WZROST 

TEMPERATURY PODCZAS DOCIERANIA JEDNOSTRONNEGO 
POWIERZCHNI P ASKICH 

 
Streszczenie 

W pracy przedstawiono wyniki próby weryfikacji modeli matematycznych sformu owanych w literaturze. 
Pozwalaj  one na wyznaczenie redniej i maksymalnej warto ci wzrostu temperatury w kontaktach roboczych 
mikroziaren ciernych. Badacze przyjmuj c szereg za o e  upraszczaj cych, analizuj  w nich wzrost temperatury 
spowodowany ciep em wydzielonym w wyniku dzia ania si y tarcia i pr dko ci wzgl dnej mi dzy pojedynczym ziarnem 
a powierzchni  docieran . Ziarna traktuj  jako ruchome ród a ciep a dzia aj ce na t  powierzchni .  

Wykorzystuj c zaproponowane zale no ci sformu owano model komputerowy. Nast pnie, wykorzystuj c ten 
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model, przeprowadzono obliczenia dla danych odpowiadaj cych warunkom wcze niej prowadzonych bada . Badania 
te mia y na celu oszacowanie wp ywu podstawowych parametrów obróbki na wzrost temperatury w procesie 
docierania. Przeprowadzone zosta y na stanowisku, którego podstawowymi elementami by y jednotarczowa 
docierarka pier cieniowa ABRALAP 380 przeznaczona do obróbki powierzchni p askich oraz kamera termograficzna 
serii V-20 II firmy VIGO System S.A.Otrzymane warto ci porównano w kolejnym kroku z warto ciami rzeczywistymi. 
Do porówna  przyj to obliczone warto ci maksymalne wzrostu temperatury. 

Porównanie warto ci obliczonych ze zmierzonymi pokaza o, e ró ni  si  one nie tylko ilo ciowo. Podczas, gdy 
pierwsze maj  warto  sta , niezale n  od czasu, drugie zmieniaj  si  w czasie. Wida  równie  du e 
niedoszacowanie wartosci analitycznych. Wynika ono prawdopodobnie z nie uwzgl dnienia np. wp ywu docierarki, 
czy czasu jej pracy. 

S owa kluczowe: docieranie jednotarczowe, model wzrostu temperatury, temperatura elementów uk adu, pomiary 
termowizyjne, parametry docierania  

 
1. Wprowadzenie  
 

Wysokie wymagania, które konstruktorzy stawiaj  obecnie narz dziom i cz ciom maszyn, 
z jednej strony, oraz w asno ci coraz cz ciej stosowanych nowych trudnoobrabialnych 
materia ów – z drugiej, sprawiaj , e metody obróbki bardzo dok adnej, w tym docieranie, 
znajduj  szerokie zastosowanie w wielu ga ziach przemys u, zw aszcza precyzyjnego. 

Docieranie umo liwia uzyskanie powierzchni o niskiej chropowato ci i wysokiej dok adno ci. 
Struktura stereometryczna powierzchni po tej obróbce jest bardzo korzystna w po czeniach 
lizgowych, ze wzgl du na zdolno  utrzymywania warstwy smaru oraz w po czeniach sta ych - ze 

wzgl du na du  no no . 
Ten rodzaj obróbki ciernej ma obecnie wiele zastosowa , s u y zarówno do wyka czania 

szkie  optycznych, warstw krzemowych (g ównego sk adnika w strukturze komputera), jak 
i uszczelnie  mechanicznych, czy gniazd zaworowych. Nie ma w zasadzie ogranicze  je eli 
chodzi o gatunek i stan obrabianego materia u [5, 8].  

Jedn  z odmian docierania jest obróbka powierzchni p askich, przy czym g ównie stosowana 
jest ona na docierarkach jednotarczowych. Typowy uk ad wykonawczy takiej obrabiarki 
przedstawiono na Rys. 1. Sk ada si  on z trzech pier cieni prowadz cych (2), które poruszaj  si  
po czynnej powierzchni docieraka (1) pod wp ywem dzia ania si  tarcia, z pr dko ci  zale n  od 
pr dko ci tarczy i warunków tarcia w strefie styku przedmiot obrabiany - narz dzie. 
W pier cieniach prowadz cych umieszczone s  separatory z przedmiotami obrabianymi.  
 

 

2 

1 

Fig. 1. Executory system of single disc lapping machine ABRALAP 380: 1- conditioning rings, 2-lapping tool,  
Rys. 1. Uk ad wykonawczy jednotarczowej docierarki pier cieniowej ABRALAP 380: 1-pier cienie prowadz ce,  

2- docierak 
 W przestrze  robocz , znajduj c  si  pomi dzy powierzchni  docieraka a powierzchni  

obrabian  (Rys. 2), wprowadza si  zawiesin  ciern  ( cierniwo z no nikiem p ynnym). W wyniku 
obrotu tarczy docieraj cej i separatorów ziarna cierne wykonuj  ruchy toczne (z po lizgiem lub 
bez) lub osadzaj  si  w docieraku, co powoduje ubytek materia u z powierzchni obrabianej. 
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Mikroziarna mog  powodowa  odkszta cenie plastyczne i umocnienie, a w nast pstwie tego 
odrywanie cz stek materia u lub mikroskrawanie [2, 5, 8].  
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Fig. 2. Schematic of abrasive-workpiece contact in lapping: 1, 2, 3, ...- abrasive grains, p – lapping pressure 
Rys. 2. Schemat strefy kontaktu przedmiotu z docierakiem poprzez mikroziarna cierne podczas docierania; 

 1, 2, 3,…- mikroziarna cierne, p- nacisk jednostkowy 
 
2. Temperatura procesu – opis teoretyczny 
 

Praca mikroziaren w szczelinie roboczej, poza usuwaniem naddatku, powoduje równie  
wygenerowanie pewnej ilo ci ciep a, które wywo uje wzrost temperatury obrabianego elementu. 
Wzrost ten nie jest na tyle du y by spowodowa  zmiany strukturalne w materiale, a charakter 
procesu sprawia, e nie ma w nim równie  napr e  cieplnych. Zmiany temperatury wp ywaj  
jednak na dok adno  kszta tu docieraka. Ciep o wytworzone podczas d ugotrwa ego docierania 
powoduje deformacj  powierzchni tarczy. P asko  docieraka jest czynnikiem decyduj cym 
o dok adno ci powierzchni obrobionej. W trakcie obróbki b dy kszta tu narz dzia odwzorowywane 
s  na powierzchni obrobionej. Nale y zatem zapewni  mo liwie najwy sz  p asko  docieraka. Aby 
zapobiega  jego odkszta ceniom cieplnym stosuje si  systemy ch odzenia [2-4]. 

W pracy [4] sformu owano model opisuj cy wzrost temperatury powierzchni obrabianej 
wywo any ciep em wygenerowanym w kontaktach roboczych pojedynczych mikroziaren z t  
powierzchni . W dalszej cz ci opisane zostanie to rozumowanie.  
 
2.1. Wyznaczenie si y normalnej 
 

Zak adaj c, e ciep o wytwarzane jest w wyniku dzia ania si y tarcia przy wspó dzia aniu 
pr dko ci wzgl dnej pomi dzy ziarnem a powierzchni  obrabian , pierwszym etapem kreowania 
modelu jest wyznaczenie si  dzia aj cych na pojedyncze ziarno, przede wszystkim si y normalnej 
Pi (Rys. 3). W tym celu przyj to model ziarna ciernego, które dzia a na docieran  powierzchni  
jak ostry sto kowy wg bnik o k cie wierzcho kowym 2 . Odpowiada to geometrii ziaren 
o ujemnym k cie natarcia. 
 

2  
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Fig. 3. Mechanical model of the contact between an abrasive particle and the workpiece 

Rys. 3. Model kontaktu roboczego mikroziarna ciernego i powierzchni obrabianej  

345



 
J. Molenda, A. Barylski 

G boko   penetracji ziarna w powierzchni  obrabian  przez taki wg bnik mo na 
wyznaczy  korzystaj c z zale no ci: 
 , (1) 22tgHP p

gdzie Hp - twardo  materia u obrabianego w skali Knoop’a.  
W procesie usuwania naddatku bior  udzia  tylko te ziarna, których wymiar charakterystyczny 

x jest wi kszy ni  wymiar szczeliny roboczej X. S  to mikroziarna aktywne. 
Uwzgl dniaj c powy sze, si a dzia aj ca na pojedyncze ziarno o wymiarze 

charakterystycznym xi, wyra a si  wzorem: 

 2
2

2

1
Xx

HH

tgH
P i

dp

p
i , (2) 

gdzie:  
Pi - si a dzia aj ca na pojedyncze ziarno cierne o wymiarze charakterystycznym xi, 
Hd - twardo  Knoop’a materia u docieraka, 
X - wymiar szczeliny roboczej. 

Si a przy o ona w trakcie docierania przenoszona jest tylko za po rednictwem mikroziaren 
aktywnych, zatem si a ca kowita (sumaryczna) wyra a si  wzorem: 

 , (3) 
n

i
icalk PP

1

gdzie n - liczba ziaren aktywnych. 
Uwzgl dniaj c, e rozk ad wymiarów charakterystycznych mikroziaren ciernych okre lony 

jest przez funkcj  prawdopodobie stwa (x), suma (3), po uwzgl dnieniu zale no ci (2), przyjmie 
posta : 

 
max

)(
1

2
2

2 x

Xdp

p
calk dxxXx

HH

tgNH
P , (4) 

gdzie:  
N - ca kowita liczba ziaren w szczelinie roboczej,  
xmax - maksymalny wymiar ziarna w cierniwie. 

Przyjmuj c, e funkcja (x) jest funkcj  rozk adu normalnego i uwzgl dniaj c jej posta  
w zale no ci (4), otrzymano: 

 
max 2

2
2

2

2
1exp

21

x

Xdp

p
calk dxdxXxN

HH

tgH
P , (5) 

gdzie  - odchylenie standardowe redniej warto ci d wymiaru charakterystycznego ziaren 
ciernych. 

Ca kowita liczba ziaren ciernych w obj to ci szczeliny roboczej (XA), zale y m.in. od 
koncentracji cierniwa: 

 
)(

6
3

msn

ms

MV
AX

d
M

N , (6) 

gdzie: 
Mms,  - odpowiednio masa i g sto ,  
Vn - obj to  no nika [1, 4, 5, 7, 9]. 
 
2.2. Wyznaczenie temperatury 
 

Formu uj c model, pomijaj c szczegó y procesu usuwania naddatku, przyj to e ka de ziarno 
aktywne dzia a jak ko owe ród o ciep a o promieniu r, poruszaj ce si  po docieranej powierzchni 
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z pr dko ci  v. Gdy pozostaje one w kontakcie roboczym z powierzchni , na skutek dzia ania si y 
tarcia F przy pr dko ci wzgl dnej, wygenerowana zostaje taka ilo  ciep a, która powoduje wzrost 
temperatury o: 

 
eP

qrT
6575,0
22,1 , (7) 

gdzie:  
q - strumie  ciep a,  
 - wspó czynnik przewodzenia ciep a materia u obrabianego, 

Pe - liczba Pecleta. 
Liczba Pecleta opisuj  skal  pr dko ci przy ruchomych ród ach ciep a: 

 2
cvrPe

, (8) 

gdzie c - ciep o w a ciwe materia u obrabianego. 
W kolejnym kroku nale y okre li  jaka cz  strumienia ciep a prznika do przedmiotu 

obrabianego. Przyj to, e cz  strumienia Rq wnika do przedmiotu, a reszta, tj. (1 - R)q - do 
cierniwa. Zak ada si , e nie ma strat do otoczenia. Porównuj c wzrosty temperatury ziaren 

i przedmiotu otrzymano: 

 

e

ms

P

R

6575,0
1

8
66,31

1 , (9) 

gdzie: ms – wspó czynnik przewodzenia ciep a materia u ciernego. 
Ostatecznie warto  wzrostu temperatury kontaktu mo na wyznaczy  z zale no ci: 

 

8
66,3

6575,0

122,1

ms
e

p

P

PHv
T , (10) 

gdzie  - wspó czynnik tarcia.  
Maksymaln  warto  temperatura osi ga w kontakcie najwi kszego ziarna znajduj cego si  w 

szczelinie roboczej z powierzchni  obrabian : 

 

8
66,3

6575,0

1
1

22,1 max
max

ms
e

dp

p

PHH

XxtgvH
T .  (11) 

Warto  rednia wzrostu temperatury wyznaczona zosta a jako rednia wa ona warto ci 
wzrostów temperatury dla kontaktów roboczych wszystkich ziaren znajduj cych si  w strefie 
obróbki. Okre la j  zale no : 

 
max

max

max

max

)(

)(
)6575,0(22,1

)(

)(

x

X

x

X e

p

p

x

X

x

X
r

dxx

dxx
P

P
HRv

dxx

dxxT
T . (12) 

 
3. Za o enia i wyniki oblicze  symulacyjnych 
 

W pierwszym kroku obliczono warto ci wysoko ci szczeliny roboczej X, wykorzystuj c w tym 
celu pakiet Optimization Toolbox programu MATLAB. Nast pnie, za pomoc  programu EXEL, 
obliczono warto ci temperatury maksymalnej. 
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Wszystkie obliczenia wykonano dla warunków docierania przeprowadzonego podczas 
wcze niejszych prób. Docierano okr g y element stalowy, wykonany ze stali mi kkiej 
normalizowanej (Hp = 220 MPa), o rednicy 119,8 mm. Obróbk  prowadzono na docierarce 
wyposa onej w rowkowany docierak eliwny (Hd = 200 MPa) stosuj c zawiesin  na bazie w glika 
krzemu o numerze F600/9 i rozk adzie wymiaru charakterystycznego ziaren przedstawionym 
w Tab. 1: 
 

Tab. 1. Silicon carbide abrasive powder statistic 
Tab.  1. Rozk ad wielko ci ziaren w glika krzemu 

Warto  rednia wymiaru 
charakterystycznego 

d [ m] 

Warto  maksymalna 
wymiaru 

charakterystycznego 
xmax [ m] 

Warto  minimalna 
wymiaru 

charakterystycznego 
xmin [ m] 

Odchylenie standardowe 
 [ m] 

14,7 40,0 4,0 7,457 

 
cierniwo sporz dzono zgodnie z zaleceniami podanymi w normatywach [6]. Przyj to równie  

warto  k ta wierzcho kowego ziarna 2  = 1220 oraz wspó czynnik tarcia  = 0,2 [1, 4, 5, 7]. 
Wysoko  szczeliny roboczej obliczono dla trzech warto ci si y ca kowitej: 32,76 N, 32,23 N  

i 32,12 N. Ze wzgl du na bardzo ma e ró nice pomi dzy nimi, mo na przyj  (z dok adno ci  
0,01 m), e szczelina robocza ma wynosi 30,69 m.  

Podobnie, jak w przeprowadzonych próbach, analiz  modelu wykonano dla trzech warto ci 
pr dko ci wzgl dnej (pr dko ci docierania): 0,51 m/s, 0,64 m/s i 0,77 m/s. 

Wyniki przeprowadzonych oblicze  i bada  przedstawiono na Rys. 4 i 5. Pierwszy z nich 
obrazuje zale no  temperatury od pr dko ci docierania, drugi – od nacisków. W celu 
zmniejszenia b du, rozwa ano warto ci przyrostu temperatury, a nie jej warto  bezwzgl dn . Za 
warto  pocz tkow  przyjmowano w tym celu temperatur  redni  w obszarze skanowania, 
zmierzon  przed rozpocz ciem obróbki, w czasie t = 0 min. [3]. 
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Fig. 4. Dependence of lapping machine executory system elements temperature rise on lapping velocity 
Rys. 4. Zale no  temperatury elementów uk adu wykonawczego obrabiarki od pr dko ci docieraniaw 

 
Na wykresach lini  przerywan  zaznaczono warto ci obliczeniowe wzrostu temperatury. 

W przypadku wykresu przedstawionego na Rys. 5 zaznaczono tylko jedn  warto  analityczn . 
Powodem tego by y niewielkie ró nice otrzymane dla ró nych p [3]. 
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Fig. 5. Dependence of lapping machine executory system elements temperature rise on lapping pressure 

Rys. 5. Zale no  temperatury elementów uk adu wykonawczego obrabiarki od nacisków docierania 
 

Zarówno na Rys. 4, jak i Rys. 5 wida  zupe nie inny charakter krzywych rzeczywistych 
i obliczeniowych. Podczas gdy przebieg pierwszych zmienia si  w czasie, drugie utrzymuj  si  na 
sta ym poziomie. Poza tym, na wykresach widoczna jest zdecydowana ró nica warto ci wzrostu 
temperatury. Warto ci analityczne s  znacznie ni sze od zmierzonych, nawet mimo tego, e do 
porówna  przyj to obliczone warto ci maksymalne. 

Niedoszacowanie wynika prawdopodobnie z nie uwzgl dnienia przez autorów modelu 
opisanego w pracy [4] wa nych czynników. Pierwszym z nich, bardzo istotnym, jest wp yw 
docierarki. W trakcie jej pracy, elementy uk adu wykonawczego nagrzewaj  tak, e przedmiot, 
którego obróbk  rozpoczyna si  na rozgrzanej docierarce, szybko przyjmuje temperatur  
elementów uk adu wykonawczego. Wi e si  z tym kolejny czynnik, tj. czas pracy obrabiarki oraz 
czas obróbki przedmiotu. Docierarka w warunkach produkcyjnych pracuje w sposób ci g y 
(czasem nawet dwie lub trzy zmiany), z rozwa a  nie mo na zatem tych czynników wy czy , 
czego dowodz  przytoczone wyniki bada  w asnych. 
 
4. Wnioski 
 

Przeprowadzone badania i obliczenia pozwoli y wykaza , e wzrost temperatury w procesie 
docierania jest ciagle procesem nie opisanym. Porównanie wyników pomiarów wzrostu temperatury, 
przeprowadzonych podczas rzeczywistych prób, z warto ciami obliczonymi dla warunków tych prób 
jednoznacznie wykaza o, e modele s  niewystarczaj co dok adne. Nie uwzgl dnia si  w nich ani 
wp ywu samej obrabiarki, ani zale no ci od czasu. Poza tym, ze wzgl du na charakter procesu nie 
mo na rozpatrywa  przedmiotu odr bnie od ca ego uk adu wykonawczego.  

Celem dalszych bada  rzeczywistych obiektów b dzie ilo ciowe uj cie zale no ci wzrostu 
temperatury w uk adzie wykonawczym od podstawowych parametrów obróbki, z uwzgl dnieniem 
czasu pracy docierarki, co w kolejnych etapach bada  pozwoli zaproponowa  alternatywny, do 
systemów ch odzenia docieraka, sposób ograniczenia wzrostu jego temperatury.  
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